Baccalauréat S A.P.M.E.P.

» sile temps est ensoleillé un jour donné, la probabilité qu’il le soit encore le lendemain est 0,5 et celle
qu’il soit pluvieux est 0,1;
+ sile temps est nuageux sans pluie un jour donné, la probabilité qu'il le soit encore le lendemain est
0,2 et celle qu'’il soit pluvieux est 0,7;
» sile temps est pluvieux un jour donné, la probabilité qu'il le soit encore le lendemain est 0,6 et celle
qu’il soit ensoleillé 0, 2.
Pour tout entier naturel n, on note les événements :
e Aj,:«letemps est ensoleillé au bout de n jours »;
¢ B, :«le temps est nuageux sans pluie au bout de 7 jours »;
¢ Cj:«letemps est pluvieux au bout de 7 jours ».
Pour tout entier naturel n, on note respectivement a;, by, et ¢, les probabilités des évenements A;,, B; et
Cy,. Ainsi, pour tout entier naturel n, a, + b, +c, =1.
On suppose qu’initialement, le temps est ensoleillé.
Onadoncag=1,by=0etcy=0.

1. a. Démontrer que, pour tout entier naturel n, a,+; =0,5a,+0,1b, +0,2c;.
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Ainsi, par la formule des probabilités totales, on a, pour tout entier naturel n,

pAps1)) =pApNAp) +pBuNApi1) +p(CpNAps1) < ap+1=0,5a,+0,1b, +0,2¢,

b. Démontrer que, pour tout entier naturel n, a;+; = 0,3a, —0,1b, +0,2.

On sait que a, + by, + ¢, =1 < ¢, = 1—ay, — by. En remplacant cette derniere égalité dans I'équa-
tion de la question précédente, on obtient, pour tout entier naturel n,

an+1 =0;50n +0!]~bn +01261’l <~ Aan+1 =0’5al’l +0’1bn +0!2 X (l—ﬂn _bn)
<~ ap+1=0,3a,-0,1b,+0,2

On admet que, pour tout entier naturel n, b,+1 =0,2a, +0,2.

2. On considére les matrices

(0,3 0,1 (an 0,2
w=lon o) o= #loa)
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a.

b.

Justifier que pour tout entier naturel n, U,4+1 = MU, +R.
On calcule le produit matricielle

(0,3 —0,1\(an) . (0,2) _(0,3a,—0,1b,+0,2\ (ane1)
A4U”+lz‘(az 0 )bm)+(az)‘( 0,2ap 40,2 )~ \bpya) = Unt

(o4

SoitY:(ﬁ

) telque Y = MY + R. Démontrer que a = f=0,25.

- a=0,3a-0,18+0,2 a=0,25
Y=MY+R<=>(“)=(O'3 0,1)(@)_’_(0,2){: B — e
g 0,2 0 J\p) 10,2 B=02a+0,2 B=0,25

3. Pour tout entier naturel n, on pose V,, =U,, - Y.

a.

En utilisant la question 2., vérifier que, pour tout entier naturel n, V,.1 = MV,
Pour tout entier naturel n, on a

Vis1 = Upp1 =Y = MU, +R-Y = MU, -MY = M(U,-Y) = MV,

car Y =MY +R <= R—-Y =—-MY eten utilisant deux fois la relation V,, = U, - Y.

Démontrer par récurrence que, pour tout entier 7 strictement positif, V,, = M" V.
Initialisation : Plutdt que de faire des gros calculs matriciels, utilisons les relations précédemment
démontrées et ce qu'on nous donne. Pour n =1, on a

M'Vy=MVy=M(Uy-Y)=MUy—MY = MUy— (Y —R) = MUy + R—Y.
et

Vi=Uy—-Y=MUy+R-Y.

Ces deux relations nous donnent Vi = M!Vj, donc la propriété est satisfaite pour n = 1.
Hérédité : Supposons la propriété établie a un certain rang n > 0, c’est-a-dire V, = M"V, (H.R.).
Montrons que cette propriété reste vraie au rang n+ 1 (But : Vj,11 = M"*1Vj).

Vo1 = MV, B vy, = My,

Ainsi la propriété est héréditaire.
La relation est vraie au rang 1 et si elle est vraie au rang n > 1, elle est vraie au rang n+1 : d’apres
le principe de récurrence la relation est vraie pour tout naturel supérieur ou égalal: V, = M" V.

4. On admet que, pour tout entier naturel strictement positif 7,

a.

b.

M”—( 2x0,2"-0,1" 0,1"-0,2" )

2x0,2"-2%x0,1" 2x0,1"-0,2"

Déterminer 'expression de a, en fonction de I'entier strictement positif 7.
Puisque V,, = M""V;, on en déduit que U, = M"Vy+ Y = M" (V- Y) + Y, ce que I'on réécrit par

an) _ 2x0,2"-0,1" 0,1"—0,2" [ 1 _ 0,25 ]+ 0,25
b,) \2x0,2"-2x0,1" 2x0,1"-0,2")1(0 0,25 0,25
De ceci, on en déduit que, pour tout entier naturel n, a, =1,75x0,2" —0,1" +0, 25.

Déterminer la limite de la suite (a;).
Puisque lim 0,2" = 0 = lim 0,1”, par somme de limites, on en déduit que
n—+oo n—+oo

lim a,=0,25
n—+oo
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c. On admet que, pour tout entier naturel n, ¢, =0,5+3x0,1" —3,5x0,2".
La probabilité que le temps soit pluvieux au bout de 7 jours peut-elle dépasser 0,57

n
cp>0,5<=>3x%x0,1"-3,5x0,2" >0 < [%) > % — nln[%) > ln(%) par croissance de la
fonction logarithme.
In(7) —In(6
Or, ln(%) =—-In2)<0et ln(%) =In(7)—1In(6) >0,doncc, >0,5<<= n< %(2)() <0:ceci

est impossible car n est un entier naturel, donc positif.
Ainsi, la probabilité que le temps soit pluvieux au bout de 7z jours ne peut pas dépasser 0, 5.
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