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LOIS EXPONENTIELLES
I) loi de durée de vie sans vieillissement

1) La durée de vie d’un individu est, au sens probabiliste, une variable aléatoire T a valeurs dans
[0 ;+0o[ o I'événement (T > t), avec t > 0 signifie que I'individu est vivant a I'instant t.\

On dit alors que T suit une loi de durée de vie sans vieillissement si la probabilité que I'individu soit
vivant a l'instant t + h, h > 0, sachant qu'il est vivant a l'instant ¢, ne dépend pas de t. Autrement dit :
prse(T > t+h) ‘ne dépend pas de t.

2) On a en particulier, pour t=0:
T >0est ]l’événement certainL donc p(T>0)=1.
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ne dépend pas de t, on a alors, avec t =0,
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. Or, par définition, puisque que p15.(T > t +h)

p(T > h).

Propriété : Une variable aléatoire T suit une loi de durée de vie sans vieillissement si et
seulement si, pour tous réels positifs t et h, pr-«(T > t+ h) = p(T > h).

) Loi exponentielle de parameétre A

1) Définition \: Une variable aléatoire X suit une loi exponentielle de paramétre A lorsque sa
densité de probabilité f est définie sur [0 ; +oo[ par f(x) = Ae™>*.

Remarque : fn’est pas définie sur un intervalle fermé. Cependant, fest 2
continue et positive sur [0; +oo[. [Soit a étant un réel positif, on
démontrera a I'aide du chapitre sur I'intégration que :

Or,

lim
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Jy fedx =

1—e‘7‘a‘.

lim e™2= OL donc _lim 1—e™ =1 soit:
a—— 40 a——+w

foaf(x)dx =1 . Cest-a-dire que l'aire sous la courbe de la
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fonction fest bien égale a l.deésigne bien une densité de probabilité\.

2) Probabilités des événements :

a) a et b étant 2 réels positifs tels que a < b, on

que ¢
P(X € [a; b])

b) p(X < a)

démontrera a l'aide du chapitre sur l'intégration

-|P(X €la; b]) = e—lu_e—xb|

.‘p(X <a) =1-e™2@ ‘

) p(X>a)

. ‘p(X >a) = e"‘“|
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3) Propriété : si une variable aléatoire X suit une loi exponentielle de parametre A alors X suit
une loi de durée de vie sans vieillissement.

Démonstration (BAC) l: Utilisons la propriété du I).

Soit X une variable aléatoire qui suit une loi exponentielle de parameétre A.
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X suit donc une loi de durée de vie sans vieillissement.

4) Espérance de la loi exponentielle de parameétre A :

a) Propriété : L’espérance de la variable aléatoire X qui suit la loi exponentielle de parameétre

Xest:E(X)=.

La loi de densité de fétant définie sur [0 ; +oo[, I'espérance de X est définie par _lim_ foa xf(x)dx,

b) Démonstration (BAC) :

ou g désigne un réel positif.
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