Produit scalaire de deux vecteurs du plan

Définition
Si U et V sont deux vecteurs non nuls, le produit scalads\wdcteurdl et v est le nombre réel défini

par:  T-V=||U]|x|[V]|x cos(U; V).

Situ=0 ouv=0, on pose alorsii-V=0

Propriétés
Les preuves de ces propriétés seront faites esalas

1) UV =T x [|V]| x cos (T; V) .
Pas besoin d'utiliser les angles orientés, car(V;U)=cos(U; V)

e o oo U-v
2) Si U etV sont deux vecteurs non nuls, orcas| U ;V)=W'

Cas de deux vecteurs unitair&s |[t]|=|[v|[=1, alors:U-V=cos(u; V).

3) Carré scalairet®’=0-u=||t|J.

4) En supposant qu@ est orthogonal & tout vecteur du plan, on pelhlteé{il-\? =0=UlV.

5 (=0)-V=0(-V)=—(U-V) et (—=U)-(=V)=0-V.

6) Cas des vecteurs colinéaires
Si U et V sont deux vecteurs colinéaires non nuls, on a:
U-V=|[U||x||V]| lorsquel etV sont deux vecteulinéaires de méme sens
U-V=—||U||x|[V|]| lorsqueli etV sont deux vecteulinéaires de sens contraire

7) Utilisation des projetés orthogonaux
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U-v=AB-CD=AB-AE=AB- AE' ={i-W OoUE' est le projeté orthogonal &esur la droitAB).
On a doncl-V=ABX AE ' =||t||x||W|| lorsquel etW sont deux vecteurs colinéaires de méme sens.
U-V=—ABX AE' = —|[t|| X||W|| lorsquel et W sont deux vecteurs colinéaires de sens contraire.

8) Expression du produit scalaire mpére orthonormal:

1
-

Si, dans le repére orthonormal: i : j), on a: U(;) et lT( ?) ,alors:t-u’ =xx' +yy'
Conséquences:
aQUulvexx'+yy'=0

b) Sid est la droite de coefficient directeur
etd' la droite de coefficient directear', alors:d Ld'emnr'=-1
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9) Lien entre produit scalaire et opérations survezteurs
U-(V+W)=U-V+U-W etpourtouelR, (at)-V=a(u-V).

10)Norme de la somme de deux vecteurs
NN - . . S R .
On a:[[u+ V| =|[t*+[[v|*+ 20-V et u-v=§[||u+v||2—||u||2—||v||2]

Application au triangle:
B

On a: AC’=ABR?+BC?+2AB-BC

Dans le cas particulier ou le triangC est rectangle eB, on
retrouve le théoreme de Pythagore !

11)Norme de la différence de deux vecteurs
N N L
on a:[u—vP =[P +|[v|f~2u-v et T-v=Z[l[GlP+[v]* |G- )

Application au triangle:BC?= AB*+ AC?>— 2 AB-AC
Dans le cas particulier ou le triangdi®C est rectangle efy, on retrouve le théoreme de Pythagore !

Théoréme d'Al Kashi
En notantBC =a, AB=c, AC=b et(AB: AC)= A, on ai a?=b%+c2—2bccos A

12)Autre formules
(a+v)-(a=v)=[olP=fvl* o+ vP+o-vE=2([alP+[vP)  [[o+vP-u-v|f=4T-v

13)Théorémes de la médiane

M

[MI] est la médiane issue Nedans le triangl&1AB

——

MB, on a:

En notant:ti= MA etV
U+vV=MA+MB=2Ml
—V=MA— MB=BA

Les formules précédentes donnent alors:

2
a) Premier théoréme de la médiaMA’+ MB?=2 MI*+ % AB

b) Deuxieéme. théoréme de la médiamA?— MB2 =2 Mi - BA

¢) Troisiéme théoréme de la médiandA- MB = M1 2— % AB’= M| %~ |A?

14)Autres relations métrigues dans le triangle
c C

a) Aire d'un triangleaire(ABC)=% ABx ACX sin( BAC)

b) Propriété des sinu Bc _-_AC ___AB
P Sin[BAC) sin[ABC] sin(ACBH

Dans un triangle, les sinus des angles sont piopogls a la mesure des cotés opposés.
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