PRODUIT SCALAIRE DANS L’ESPACE

I) Produit scalaire dans le plan et dans I'espace

C
1) U et ¥ sont deux vecteurs de 'espace. Choisissons trois points A, B et C tels que f
ii=ABet? = AC. A B
Soit.Z le plan (ABC). |1_i «V=AB. ﬁ| (AB  AC étant calculé dans le plan %) P

2) Cette définition du produit scalaire dans I'espace permet de prolonger les définitions et propriétés
vues dans le plan en 18§, a savoir :

a) Définitions :
> u? = = |[u|? - 0= (T V) [27

> % oD = |||l x ||B]| xcos(0) 0

=l

> Soit H le projeté orthogonal de C sur (AB), 1 * ¥ = AB « 4AH .

b) Propiétés : u, v et w étant 3 vecteurs de I'espace et o un réel :
>UsV=VeU
> Ue(V + W) =Ue¥ + UeW

> (qu) e v=0a(ue?) H G
E
3) Exemple : ABCDEFGH est un cube d’aréte a. Calculer AEDG... Q
AE<DG =DH + DG
=DH « DH C
- 2 A

4) Expression analytique du produit scalaire :
(0; 1,7, k) désigne un repére orthonormal de I'espace.

z z'

II) Interprétation vectorielle de I'orthogonalité dans I'espace

1) Orthogonalité de deux vecteurs :

x x
Comme en 1S, on montre que : si U <y> etv <y’> alors U v =xx' +yy' + zz'.

a) 4, B et C sont 3 points tels que % = AB et ¥ = AC . Dire que U et ¥ sont orthogonaux signifie
que (AB) et (AC) sont perpendiculaires.

b)u-v=0 & ||u]l X ||| X cos(d,?) =0
< ||lull = 0oul|¥|| = 00ucos(,v)=0
@u=0ouv=0o0uulv

Dans l'espace, comme dans le plan, on peut étendre la notion d’orthogonalité de 2 vecteurs a la
propriété suivante : - ¥ = 0 < U et ¥ sont orthogonaux .

(Remarque : le vecteur 0 est orthogonal a tout autre vecteur de I'espace.)



2) Droites orthogonales :
, . . D
On en déduit directement que : B h

(AB) et (CD) sont orthogonales si et seulement si AB - CD = 0.

3) Droites et plans perpendiculaires : T
a) Un vecteur U est orthogonal a un plan.# lorsque toute droite de vecteur

directeur u est perpendiculaire 3.7 . ; MX\,:A ;

b) U # 6. U est un vecteur normal . lorsque U est orthogonal a.2.

c) U est un vecteur normal a un plan.#. A est une droite de vecteur directeur u..% et A sont
sécants en A. Pour tout point M de % on a AM O .On peut donc écrire que : Le plan #
passant par A et de vecteur normal U est I'ensemble des points M de I'espace tels que
u-AM =0.

est orthogonale a deux droites sécantes de ce plan.

dTﬁ)
[e 55/
w d, ~3,
(2 T,

Soit d une droite orthogonale a toute droite d'un plan % et di et dz deux droites
orthogonales de.”. Comme d est orthogonale a toute droite de.7 alors d est orthogonale a d: et
a do.

Réciproquement, soient di et d2 deux droites perpendiculaires d'un plan.# et d une droite
orthogonale a di et a dz. Soient u, U et 7 les vecteurs directeurs respectifs de di, dz et d. On a
donc7i e = 0et7 e ¥ = 0. Soit A une droite quelconque de.”, de vecteur directeur w.

W, U et U sont coplanaires, donc il existe deux réels a et b tels que w = aul + bv.
new=ne(au+bv)=neau+nebv=aneu+bneti=ax0+bx0=0. Donc 1 et w
sont orthogonaux, donc A et d sont orthogonales.

4) Plans perpendiculaires :

perpendiculaires si et seulement sin; * n; = 0.

//1,71
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III) Equation cartésienne d’'un plan

(0; ,j, k)désigne un repére orthonormal de I'espace.

1.a) Théoreme : Dans un repere orthonormal de I'espace :

Tout plan.% a une équation cartésienne de la forme ax + by +cz + d = 0 ou a, b et c sont trois
a

réels non tous nuls. n <b> est un vecteur normal de #.
c

a
points M(x; y; z) tels que ax + by +cz + d = 0 est un plan de vecteur normal n (b)
c

a
Soit A(xy; Va; 24) €t 71 (b) Le plan contenant A et de vecteur normal 7 est I’ensemble des points
c

M de I'espace tels que 7i - AM=0 <« alx —x4) +b(y—yu) +clz—24) =0

& ax+by+cz—axy —by,—cz, =0

d

Lax+by+cz+d=0
Réciproquement, considérons I'’ensemble.7 des points M(x; y; z) tels que ax + by + cz +d = 0 ou
a, b, c et d sont 4 réels tels que a, b et c sont non tous nuls.
Supposons que a # 0 (sinon on fait la démonstration pour b ou pour c).

Le point de coordonnées (—%; 0; 0) est un point de.# car ax %d +bX0+cx0+d=—-d+d=0.5

est donc non vide.
Soit A (xo0;y0; Zo) un point de.#. Comme A € .7 alors axo + byo + czo + d = 0 & d = —axo -byo - czo.
ax+by+cz+d=20 & ax+by+cz—axg—byy—czyg =0

Salx—x) +b(y—yo) tc(z—2) =0

a
®ﬁom=0avecr_i(b>.

c
M est donc un point du plan contenant A et de vecteur directeur 1.

1
A(3;-1;2) etﬁ(—?)).
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x—3
En posant M(x; y; z), on trouve AM <y + 1) .
z—2
feAM =0 1x(x-3)-3X(y+1)-5X(z-2) =0 x-3y-5z+4=0
x - 3y - 5z + 4 = 0 est une équation cartésienne du plan . passant par A(3; -1; 2) et de vecteur

1
normal 71 <—3>.
-5



